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Resumen

Para el operador Lqu = Lu + qu, donde L es el Lapla-

ciano combinatorio asociado a una red finita y q es

una función no negativa, los autores obtuvieron las

funciones de Green en términos de medidas de equi-

librio aplicando Técnicas de Teoŕıa del Potencial con-

siderando el operador como un núcleo. Aqúı desarrol-

lamos estas técnicas cuando Lq es un Laplaciano nor-

malizado (mediante una función positiva arbitraria). El

caso en el que L es el Laplaciano combinatorio y q es una

función con signo se obtienen como un subproducto.

1 Introducción

Sea Γ = (V,E, c) una red finita, donde V es el
conjunto de vértices, E es el conjunto de ramas y
c : V × V −→ IR es la función de conductividad
de la red, i.e., c(x, y) > 0 si x ∼ y, c(x, y) = 0 si
x 6∼ y. Supondremos que la red es conexa, es de-
cir, para todo par de vértices existe un camino que
los une. Un área de trabajo de gran interés es el
análisis y la solución de problemas de contorno en
redes finitas. El operador con el que comúnmente
se describen los problemas de contorno es el op-
erador Laplaciano aunque esta denominación no
está uńıvocamente determinada y engloba a dis-
tintos tipos de operadores relacionados entre śı,
concretamente los denominados Laplaciano prob-
abiĺıstico, Laplaciano combinatorio y Laplaciano
normalizado. El primero de ellos, clásicamente uti-
lizado en el ámbito de cadenas de Markov, no es
simétrico, por lo que para aplicarle técnicas en las
que la simetŕıa resulta ser una propiedad determi-
nante debe ser transformado en uno de los otros
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dos Laplacianos. Para fijar ideas explicitemos la
expresión de los Laplacianos combinatorio y nor-
malizado.

Si C(V ) denota el conjunto de funciones
definidas en V , el Laplaciano combinatorio de Γ es
el operador L : C(V ) −→ C(V ) que asigna a cada
función u ∈ C(V ) la función

L(u)(x) =
∑

y∈V

c(x, y)
(
u(x)− u(y)

)
=
∫

V

c(x, y)
(
u(x)− u(y)

)
dy.

Si n = |V |, el espacio C(V ) está identificado con
IRn y por tanto el operador L está a su vez iden-
tificado con la matriz de orden n cuyas entradas
son Lxy = −c(x, y) y Lxx =

∫
V

c(x, y)dy = c(x).
Por otra parte, el Laplaciano normalizado de Γ es
el operador L : C(V ) −→ C(V ) que asigna a cada
u ∈ C(V ) la función

L(u)(x) =
1√
c(x)

∫
V

c(x, y)

(
u(x)√
c(x)

− u(y)√
c(y)

)
dy.

El operador L está a su vez identificado con la
matriz de orden n cuyas entradas son Lxx = 1 y

Lxy = − c(x, y)√
c(x)

√
c(y)

.

A continuación describiremos los problemas
de contorno objeto de nuestro estudio, tanto para
el Laplaciano combinatorio como para el normal-
izado, que denotaremos indistintamente por ∆.

Si F es un subconjunto no vaćıo de V , δ(F ) =
{x ∈ F c : x ∼ y para algún y ∈ F} y F̄ = F ∪
δ(F ) denotan la frontera de vértices y la adherencia
de F , respectiamente, mientras que C(F ) denota el
conjunto de funciones de C(V ) nulas fuera de F .
Entonces, fijada q ∈ C(F ), planteamos el problema
de contorno consistente en, dadas las funciones f ∈



C(F ), g ∈ C(δ(F )) encontrar u ∈ C(F̄ ) tal que

∆(u)(x) + q(x)u(x) = f(x), si x ∈ F,

u(x) = g(x), si x ∈ δ(F ).

}
[PC]

Cuando F 6= V este problema se denomina prob-
lema de Dirichlet, mientras que si F = V se de-
nomina ecuación de Poisson.

El problema [PC] puede interpretarse en
términos de la resolución del sistema lineal Au = b,

A =

(
∆F + qIF ∆F×δ(F )

0 Iδ(F )

)
y b =

(
f

g

)
.

Si q ∈ C+(F ), es decir si q es no negativa y ∆ = L,
A es una M-matriz simétrica, irreducible y diago-
nalmente dominante, y en particular semidefinida
positiva, [5]. Cuando ∆ = L, A es una M-
matriz simétrica, irreducible y semidefinida posi-
tiva, pero en general no es diagonalmente domi-
nante. En cualquier caso, si F es propio o q no es
idénticamente nula, A es invertible y por tanto el
problema [PC] tiene una única solución.

Por otra parte, todo operador lineal simétrico
define una forma cuadrática. Concretamente, para
el operador ∆+q la forma cuadrática está dada por

E(u) =
1
2

∫
V×V

∆xy

(
u(x)− u(y)

)2
dxdy

+
∫

V

q(x)u2(x)dx.

Si la matriz simétrica asociada al operador es
una M-matriz diagonalmente dominante, la forma
cuadrática es una forma de Dirichlet y entonces las
técnicas habituales desarrolladas en Teoŕıa del Po-
tencial en este contexto pueden ser utilizadas para
el análisis de los problemas de contorno. Sin em-
bargo si q es una función con signo o ∆ es el Lapla-
ciano normalizado la forma cuadrática asociada al
operador no es una forma de Dirichlet.

En trabajos previos, (ver por ejemplo [3]), los
autores han analizado el problema [PC] para el
Laplaciano combinatorio y q ∈ C+(F ) utilizando
técnicas de Teoŕıa del Potencial con núcleo. Las
técnicas empleadas son independientes de las de la
Teoŕıa de Formas de Dirichlet y están basadas en
el hecho de que como todo operador lineal en una
red finita tiene una matriz asociada, ésta puede
considerarse como un núcleo. Las caracteŕısticas

de este núcleo han permitido verificar propiedades
suficientes, principio del máximo y principio en-
erǵıa, para que el problema de equilibrio tenga
solución para cualquier subconjunto propio del con-
junto de vértices o bien sobre el conjunto V si q no
es idénticamente nula. Entonces, la solución del
problema [PC] se expresa de forma elemental en
términos de las soluciones de problemas de equilib-
rio adecuados.

En este trabajo abordamos el estudio del prob-
lema [PC] en el caso en el que la matriz asoci-
ada al sistema es una M-matriz simétrica, irre-
ducible y semidefinida positiva. Para ello exten-
demos los principios del máximo y de enerǵıa y por
tanto el principio de equilibrio a los núcleos de-
terminados por este tipo de matrices. En particu-
lar, introduciremos técnicas de Teoŕıa del Potencial
con núcleo en problemas donde no son aplicables
técnicas de la Teoŕıa de Formas de Dirichlet, conc-
retamente aquellos en los que q es una función con
signo o el Laplaciano es el normalizado.

2 Monotońıa del operador
Laplaciano

Los desarrollos de esta sección toman como base el
Laplaciano combinatorio y generalizan las técnicas
mencionadas anteriormente. Aśı, si L es el Lapla-
ciano combinatorio denotaremos por Lq al operador
en diferencias L + q.

Consideremos σ ∈ C(V ) tal que σ(x) > 0 para
cada x ∈ V . Entonces para cada u ∈ C(V ) y para
cada x, y ∈ V se satisface que

σ(x)σ(y)
(

u(x)
σ(x)

− u(y)
σ(y)

)
= σ(x)

(
u(x)− u(y)

)
−
(
σ(x)− σ(y)

)
u(x).

Por tanto, si consideramos la función qσ =

− 1
σ

Lσ, entonces para cada u ∈ C(V ) y cada x ∈ V ,

sumando y restando qσ a la expresión de Lq(u)(x)
obtenemos

Lq(u)(x) =
(
q(x)− qσ(x)

)
u(x)

+
1

σ(x)

∫
V

c(x, y)σ(x)σ(y)
(

u(x)
σ(x)

− u(y)
σ(y)

)
dy.

(1)

Obsérvese que Lq(σ) = (q−qσ)σ lo que implica que
Lq(σ) = 0 cuando q = qσ. Además, qσ = 0 sii σ
es constante y cuando σ no es constante, necesari-



amente qσ cambia de signo en V pues
∫

V

σ qσ =

−
∫

V

Lσ = 0.

En toda la sección, supondremos que se sat-
isfacen la siguiente hipótesis: Existe σ ∈ C(V ) tal
que σ > 0 y q ≥ qσ.

Cuando q = 0, es decir cuando Lq coincide
con L, se satisface la hipótesis con σ = 1 y no
existe ninguna función positiva no constante tal que
q ≥ qσ.

A continuación analizaremos cuestiones de ex-
istencia y de unicidad de solución del problema
[PC]. Cuando F 6= V , el problema [PC] es equiv-
alente al problema semihomogéneo con dato f −
Lq(g), es decir al problema

Lq(u)(x) = f(x)− Lq(g)(x), si x ∈ F,

u(x) = 0, si x ∈ δ(F ).

}
[PC]0

en el sentido de que u es solución de este problema
sii u + g es solución de [PC].

Proposición 2.1 Supongamos que F es un sub-
conjunto no vaćıo de V y que no se satisfacen si-
multáneamente que F = V y q = qσ. Si u ∈ C(V )
es tal que Lq(u) ≥ 0 sobre F y u ≥ 0 sobre F c,
entonces u ∈ C+(V ).

Demostración. Como por hipótesis, u ≥ 0 sobre
F c, basta demostrar que u(z) ≥ 0 para cada z ∈ F .
Si v =

u

σ
, para concluir que u ∈ C+(F ), basta

demostrar que v ∈ C+(F ) y para ello, si x ∈ F es tal
que v(x) = min

z∈F
{v(z)} será suficiente demostrar que

v(x) ≥ 0, o de forma equivalente, que si v(x) ≤ 0,
entonces v(x) = 0.

Supongamos pues que v(x) ≤ 0. Entonces
v(x) ≤ v(y) para cada y ∈ V y por tanto de la
expresión (1), deducimos que

0 ≤ Lq(u)(x) =
(
q(x)− qσ(x)

)
σ(x) v(x)

+
1

σ(x)

∫
V

c(x, y)σ(x)σ(y)
(
v(x)− v(y)

)
dy ≤ 0,

lo que implica que v(x) = v(y) para cada y ∈ F
tal que c(x, y) 6= 0. Desde luego, si c(x, y) > 0
para algún y ∈ F c, como v(y) ≥ 0, necesariamente
v(x) = 0.

Si F 6= V y consideramos y ∈ F c, como
V es conexo y c no negativa, existen n ∈ IN∗ y

x0, · · · , xn ∈ V , tales que x0 = x, xn = y y además
c(xj−1, xj) > 0 para cada j = 1, · · · , n. Sean ahora
J = {j = 1, · · · , n : xj /∈ F} y j0 el primer ele-
mento de J . Si j0 = 1, el razonamiento anterior
prueba que v(x) = 0, mientras que si j0 > 1, el
mismo razonamiento concluye que x1 es un punto
de mı́nimo de v sobre F , aśı que podemos repi-
tir el razonamiento anterior tomando el punto x1

en lugar de x0. Un simple razonamiento inductivo
concluye que v(x0) = · · · = v(xj0) = 0.

Si F = V , un razonamiento análogo al anterior
concluye que v debe ser constante sobre F . Por
tanto, 0 = Lq(u) = (q − qσ)u y como q 6= qσ,
necesariamente u = 0.

Cuando q = qσ, aplicando un razonamiento
análogo al de la demostración anterior o bien te-
niendo en cuenta que, en este caso, para cada
u ∈ C(V ) necesariamente Lq(u) debe cambiar de
signo, resulta que la condición Lq(u) ≥ 0 sobre V
es equivalente a que Lq(u) = 0 sobre V y por tanto
a que u = a σ con a ∈ IR.

Corolario 2.2 Sea F un subconjunto no vaćıo
de V y supongamos que no se satisface si-
multáneamente que F = V y que q = qσ. Entonces,
para cada f ∈ C(F ) existe una única u ∈ C(F ) tal
que Lq(u) = f sobre F . Además, si f ∈ C+(F ),
entonces u ∈ C+(F ) y sop(f) ⊂ sop(u).

Corolario 2.3 (Principio de condensadores).
Sean F es subconjunto propio de V , {A,B} una
partición de δ(F ) y u ∈ C(V ) la única solución del
problema de contorno

Lq(u)(x) = 0, si x ∈ F,

u(x) = σ(x), si x ∈ A,

u(x) = 0, si x ∈ B.


Entonces, u satisface que 0 ≤ u ≤ σ sobre V ,
Lq(u) ≥ 0 sobre A y Lq(u) ≤ 0 sobre B.

La propiedad de monotońıa del operador Lq

a la que hace referencia la Proposición 2.1, puede
interpretarse como un principio del mı́nimo para
el operador en diferencias Lq, que es una versión
discreta del conocido principio del mı́nimo para
operadores eĺıpticos de segundo orden. De hecho,
mostraremos a continuación que dicha propiedad



corresponde realmente a un principio fuerte del
mı́nimo.

Proposición 2.4 Supongamos que q = qσ y con-
sideremos F un subconjunto propio. Si u ∈ C(F̄ )
es tal que Lq(u) ≥ 0 sobre F , entonces

min
x∈δ(F )

{
u(x)
σ(x)

}
≤ min

x∈F

{
u(x)
σ(x)

}
y se satisface la igualdad sii u coincide sobre cada
componente conexa de F̄ con un múltiplo de σ.

Demostración. Consideremos el escalar m =
min

x∈δ(F )

{
u(x)
σ(x)

}
y la función w = u − m σ|F̄ . Desde

luego, Lq(w) = Lq(u) ≥ 0 sobre F y w ≥ 0 sobre
F c, lo que en virtud de la Proposición 2.1, implica
que w ≥ 0 sobre V , aśı que m = min

x∈F̄

{
u(x)
σ(x)

}
.

Si consideramos la función v = w
σ = u

σ − m,
entonces v ≥ 0 sobre F̄ y si x∗ ∈ F es tal que
m = u(x∗)

σ(x∗) , resulta que v(x∗) = 0. Repitiendo el
razonamiento de la Proposición 2.1, necesariamente
v(z) = 0 para cada z ∈ F̄ tal que c(x∗, z) > 0.
Nuevamente un argumento de conexión concluye
que v = 0 sobre cada componente conexa de F y
por tanto sobre cada componente conexa de F̄ .

Como es habitual, el anterior principio del
mı́nimo es equivalente a un principio del máximo
para Lq, que es nuevamente una versión discreta
del principio del máximo para operadores eĺıpticos
de segundo orden. El siguiente resultado es pues
un análogo discreto de los principos del máximo y
del mı́nimo para funciones tales que Lq(u) = 0.

Corolario 2.5 Supongamos que q = qσ y conside-
remos F un subconjunto propio. Si u ∈ C(F̄ ) es tal
que Lq(u) = 0 sobre F , entonces para cada x ∈ F
se tiene que

min
z∈δ(F )

{
u(z)
σ(z)

}
≤ u(x)

σ(x)
≤ max

z∈δ(F )

{
u(z)
σ(z)

}
y se satisface cualquiera de las igualdades sii u coin-
cide con un múltiplo de σ sobre cada componente
conexa de F̄ .

Debe observarse que los anteriores principios del
mı́nimo o del máximo son más finos que sus
análogos continuos: mientras que en el caso con-
tinuo debe exigirse que el término de orden cero

sea nulo, la condición en el caso discreto es que
q = qσ. En particular, si F̄ 6= V , no existe, a pri-
ori, inconveniente para que qσ sea no positiva en F̄ ,
lo que implicaŕıa que el principio del mı́nimo (o el
del máximo) discreto se satisface contando con la
presencia de un término de orden cero no positivo.

Finalizaremos esta sección describiendo las
condiciones de existencia y unicidad de solución
para la ecuación de Poisson en el caso q = qσ.

Proposición 2.6 Si se satisface simultáneamente
que F = V y que q = qσ, entonces [PC] tiene
solución sii

∫
V

f(x)σ(x)dx = 0. Además existe una
única solución u que satisface

∫
V

u(x)σ(x)dx = 0.

3 El núcleo asociado a los ope-
radores Laplacianos

En esta sección describiremos las relaciones entre
el problema de contorno [PC]0 y la Teoŕıa del Po-
tencial respecto del núcleo Laplaciano. Para ello
introducimos en primer lugar algunas notaciones y
definiciones.

En toda la sección M(V ) denotará el espacio
de las medidas de Radon sobre V que está identifi-
cado con C(V ) y por tanto con IRn. Si τ ∈ M(V ),
denominaremos soporte de τ y masa de τ al con-
junto y al número real dados respectivamente por

sop(τ) = {x ∈ V : τ(x) 6= 0},

|τ | =
∫

V

dτ =
∑
x∈V

τ(x).

Si F es un subconjunto no vaćıo de V , denotare-
mos por M+(F ) al conjunto de medidas positivas
cuyo soporte está contenido en F y por M1(F ) al
conjunto

{
τ ∈M+(F ) : |τ | = 1

}
.

Denominaremos núcleo sobre V a cualquier
función K : V × V −→ IR que sea simétrica, es
decir tal que K(x, y) = K(y, x) para cada x, y ∈ V .
Dados τ ∈ M(V ) y K un núcleo sobre V , denom-
inaremos potencial y enerǵıa de τ respecto de K, a
la función y al número real dados respectivamente
por

Uτ (x) =
∫

V

K(x, y)dτ(y), x ∈ V

I(τ) =
∫

V

Uτ (x)dτ(x).



Sean K un núcleo sobre V y F un subconjunto
no vaćıo de V . Diremos que K satisface el principio
del máximo de Frostman, o simplemente el princi-
pio del máximo, si

max
x∈V

{Uτ (x)} = max
x∈sop(τ)

{Uτ (x)}, τ ∈M+(V ).

Diremos que K satisface el principio de enerǵıa so-
bre F si I(τ1 − τ2) ≥ 0, para cada τ1, τ2 ∈ M1(V )
y se satisface la igualdad sii τ1 = τ2.

El núcleo que consideraremos en este trabajo
es el propio operador en diferencias Lq ya que éste
está identificado con su matriz asociada y por tanto
podemos considerarlo también como un núcleo so-
bre el espacio de vértices de la red. Además, como
no hay lugar a confusión, omitiremos la expresión
respecto de Lq en todas las nociones relativas a la
Teoŕıa del Potencial desarrollada para Lq.

Proposición 3.1 El núcleo Lq es simétrico y para
cada x, y ∈ V está dado por Lq(x, y) = −c(x, y),

si x 6= y y por Lq(x, y) =
1

σ(x)

∫
V

c(x, z)σ(z)dz +

q(x) − qσ(x), si x = y. Además, para cada γ ∈
M(V ), el potencial de γ coincide con Lq(γ) y la
enerǵıa de γ está dada por

I(γ) =
1
2

∫
V×V

c(x, y)σ(x)σ(y)
(

γ(y)
σ(y)

− γ(x)
σ(x)

)2

dxdy

+
∫

V

(
q(x)− qσ(x)

)
γ2(x) dx.

Obsérvese que como la matriz Lq es
semidefinida positiva y sus elementos no diago-
nales son negativos, entonces Lq es una M-matriz
simétrica, ver [2]. A continuación vemos que este
tipo de núcleos verifican los principios del máximo
y de enerǵıa.

Proposición 3.2 El núcleo Lq satisface los prin-
cipios de enerǵıa y del máximo.

Demostración. Después de la expresión de I(γ)
obtenida en la proposición anterior, es claro que I
es semidefinida positiva. Por otra parte, I(γ) = 0

sii γ = a σ con a ∈ IR y si además
∫

V

dγ =∫
V

γ(x) dx = 0, necesariamente a = 0. Por

tanto, I es definida positiva sobre el subespacio

{
γ ∈M(V ) :

∫
V

dγ = 0
}

, es decir, Lq satisface el

principio de enerǵıa.
Consideremos ahora γ ∈ M+(V ) y F =

sop(γ). Como para cada x ∈ V se verifica que

Uγ(x) =
1

σ(x)

∫
V

c(x, z)σ(x)σ(z)
(

γ(x)
σ(x)

− γ(z)
σ(z)

)
dz

+
(
q(x)− qσ(x)

)
γ(x),

y las funciones γ, c y σ son no negativas, resulta
que Uγ(x) ≤ 0 si x /∈ F . Si tomamos x ∈ F tal

que
γ(x)
σ(x)

= max
z∈F

{
γ(z)
σ(z)

}
, como también q ≥ qσ,

entonces Uγ(x) ≥ 0 y en definitiva, obtenemos que
max
z∈V

{Uγ(z)} = max
z∈F

{Uγ(z)}, aśı que Lq satisface el

principio del máximo.

Corolario 3.3 Sea F un subconjunto no vaćıo
de V y supongamos que no se satisface si-
multáneamente que F = V y que q = qσ. En-
tonces, existe una única medida positiva γF tal que
sop(γF ) = F y Lq(γF ) = 1 sobre F .

Si F un subconjunto no vaćıo de V y no se
satisface simultáneamente que F = V y que q = qσ,
denominaremos medida de equilibrio de F a la única
medida positiva γF que satisface que sop(γF ) = F
y que Lq(γF ) = 1 sobre F .

Designaremos por γx y por γxy a las medidas
de equilibrio de los subconjuntos F = V − {x} y
V − {x, y} con x 6= y, respectivamente. Cuando
q = qσ es sencillo comprobar que se satisface la
siguiente identidad

γxy =
σ(x)γx(y)γy + σ(y)γy(x)γx − γx(y)γy(x)σ

σ(x)γx(y) + σ(y)γy(x)
.

Si consideramos la función ρ : V × V −→ IR
definida como

ρ(x, y) = σ(x) γx(y) + σ(y) γy(x); x, y ∈ V,

es claro que es simétrica, que se anula en la dia-
gonal de V y que es estrictamente positiva fuera
de ella. En el contexto de redes eléctricas re-
sistivas, es decir cuando σ es constante, el valor

ρ(x, y)
(∫

V

σ(z) dz

)−1

coincide con la resistencia

efectiva entre los vértices x e y. La expresión dada



aqúı generaliza la obtenida en [4]. Por otra parte,
el siguiente resultado es también una generalización
del denominado Teorema de Foster, del cual se han
dado diferentes tipos de demostraciones (ver por
ejemplo, [6] y [7]).

Proposición 3.4 Si q = qσ, entonces se satisface
que∫

V×V

ρ(x, y)c(x, y)dxdy = 2(|V | − 1)
∫

V

σ(z)dz.

Aunque el resultado del Corolario 3.3 se ha
obtenido mediante técnicas de la Teoŕıa del Poten-
cial, también es consecuencia de la aplicación de
la Proposición 2.1 a la función f = 1|F . Sin em-
bargo, es importante resaltar que la aplicación de
la Teoŕıa del Potencial desarrollada en la sección
precedente asegura que si F ⊂ V satisface las condi-
ciones del corolario anterior, su medida de equilib-
rio puede obtenerse mediante algoritmos de Pro-
gramación Cuadrática y/o de Programación Lineal.
Concretamente, si n = |F |, F = {x1, · · · , xn}, y
consideramos para cada i, j = 1, · · · , n el escalar
cij = c(xi, xj) y para cada j = 1, · · · , n los escalares

σj , qj , pj tales que σ =
n∑

j=1

σj εxj , q−qσ =
n∑

j=1

qj εxj

y pi =
n∑

j=1

cij σj , entonces γF =
1
a0

n∑
j=1

aj εxj
,

donde (a1, · · · , an) es la solución del problema de
Programación Cuadrática convexa

min

zj ≥ 0, j = 1, . . . , n
z1 + · · ·+ zn = 1

{
n∑

i=1

1

σi

(
σi qi + pi

)
z2

i −
n∑

i,j=1

cij zi zj

}

y a0 es el valor de tal mı́nimo. Además,
(a0, a1, · · · , an) es también solución del problema
de Programación Lineal

min
n∑

j=1

σ1 c1j zj − (σ1 q1 + p1) z1 + σ1 z0 ≥ 0

...
n∑

j=1

σn cnj zj − (σn qn + pn) zn + σn z0 ≥ 0

zj ≥ 0, j = 1, . . . , n
z1 + · · ·+ zn = 1

{z0}

4 Funciones de Green

La utilización de las medidas de equilibrio permite
obtener una expresión expĺıcita de la función de
Green de cada subconjunto no vaćıo F , siempre y
cuando no se satisfaga simultáneamente que F = V
y q = qσ.

Proposición 4.1 Si F es un subconjunto no vaćıo
de V y no se satisface simultáneamente que F = V
y q = qσ, entonces la función de Green de F está
dada por la expresión

GF (x, y) =
γF (x)− γF−{y}(x)

1 +
∫

V

c(y, z)γF−{y}(z)dz

,

para cada x, y ∈ V .

Demostración. La función de Green de F , es
decir la función de Green del problema [PC] está
caracterizada por satisfacer, para cada y ∈ F , las
ecuaciones

Lq(GF
y ) = εy, sobre F

GF
y = 0, sobre δ(F ),

}
.

Consideremos K ∈ C(V × F ) el núcleo dado
por K(x, y) = γF (x) − γF−{y}(x). Fijado y ∈
F , es claro que Ky = 0 sobre F c, puesto que
sop(γF ), sop(γF−{y}) ⊂ F . Además, se satisface
que

Lq(Ky)(x) = Lq(γF )(x)− Lq(γF−{y})(x)

=

{
0, si x 6= y,

1− Lq(γF−{y})(y), si x = y

y basta ahora tener en cuenta que Lq(γF−{y})(y) =

−
∫

V

c(y, z)γF−{y}(z)dz.

La expresión de la función de Green del con-
junto F obtenida en la proposición anterior es
análoga a la que aparece en [3], que corresponde
al caso q ∈ C+(F ) y σ constante. En ese tra-
bajo, las medidas de equilibrio de los conjuntos
V − {y} con y ∈ F también permitieron obtener
directamente una expresión de la función de Green
cuando F = V y Lq = L. El concepto de función



de Green para la ecuación de Poisson hace referen-
cia a cualquier inverso por la derecha del operador
Lq. En particular, el siguiente resultado presenta
la expresión de la única función de Green para la
ecuación de Poisson ortogonal a σ.

Proposición 4.2 La función de Green ortogonal
para la ecuación de Poisson asociada al operador L
está dada por la expresión

G(x, y) = |V |−2
(
|γy| − |V | γy(x)

)
, x, y ∈ V.

En particular, para cada y ∈ V , Gy(x) < Gy(y)
para cada x ∈ V con x 6= y.

A continuación generalizamos este resultado al caso
en el que σ es una función positiva.

Proposición 4.3 Supongamos que q = qσ y sean

α =
(∫

V

σ(z) dz

)−1(∫
V

σ2(z)dz

)−1

y β =(∫
V

σ(z) dz

)−1(∫
V

σ2(z)dz

)−2

. Entonces, la

función de Green de V está dada por la expresión

G(x, y) = α σ(y)
∫

V

σ2(z) γz(x) dz

−β σ(x) σ(y)
∫

V×V

σ2(z) σ(w) γz(w) dz dw

+ασ(x)σ(y)
∫

V

σ(z)γy(z)dz − σ(y)γy(x)∫
V

σ(z)dz

En particular, para cada y ∈ V , se satisface que
Gy ≤ Gy(y)

σ

σ(y)
.
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